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Resumen: En este trabajo presentamos una forma de extender sistemas débiles de Chebyshev en intervalos com-
pactos a cualquier subconjunto compacto de R. Como una consecuencia, damos un procedimiento de “suavizado”,

el cual muestra que sistemas débiles de Chebyshev pueden ser aproximados uniformemente por sistemas fuertes de
Chebyshev.
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1. INTRODUCCION

De aqui en adelante, dado n € N, el simbolo M denota cualquier subconjunto compacto de R que
contenga al menos n + 1 puntos distintos. A continuacién, M* representa la cdpsula convexa de M. De-
notamos por C(M) el espacio de todas las funciones reales continuas en M. Si N C M y U es un subes-
pacio lineal n-dimensional de C(M), escribimos dim(U) = n para indicar la dimension de U y definimos
Uy :={u, :u € U}, donde u , denota la restriccién de u a N.

Para {g1,...,9¢} CC(M)y z1,...,z puntos distintos en M, denotamos por

g1(z1) g2(z1) ... ge(21)

G g1(z2) g2(22) ... gu(z2)
174 (gla y ge l,gf) — det ‘ ‘ . .
2Ly -y R0—1,%0 . . T, :

91(z0)  g2(20) - ge(z0)

Un conjunto {uy,...,u,} C C(M) es llamado un sistema de Haar (o H-sistema) en M si
ULy ooy Up—1,Up . . o s
\% < > =# (0, para cualquier eleccién de n elementos distintos 21, . . ., 2, en M.
R1ly+-+y”n—1,%n

Un subespacio lineal U C C(M) de dim(U) = n es llamado un subespacio de Haar (o H-espacio) en M si
existe una base {u1,...,u,} para U tal que es un H-sistema en M.

Generalmente, un H-espacio en M™* es llamado un subespacio de Chebyshev (o T-espacio). Para un
subespacio lineal U C C(M™*) de dim(U) = n, es bien conocido que U es un T-espacio en M* si y s6lo si
existe una base {u1, ..., u,} para U tal que

1% <u1, o ’un_l’un> >0, paratodoz; <...< z,en M". (1)
Zly ey fm—1s~n

Sea U C C(M) un H-espacio en M de dim(U) = n. Diremos que U es un subespacio fuerte de Haar (o
FH-espacio) en M si existe una base {uy,...,u,} para U tal que (1) es vdlida en M. En tal caso decimos
que {u1,...,u,} es un FH-sistema en M.

Observamos que si {u1, . . ., u,} es un FH-sistema en M, entonces claramente también es un H-sistema
M. Sin embargo, en contraste con el caso M = M™, no todo H-sistema en M es un FH-sistema en M.

Un conjunto {uy, ..., u,} C C(M) de funciones linealmente independientes es llamado un sistema débil
de Chebyshev (DT-sistema) en M si

ULy ooy Up_1,U
V(oo Tn) >0 paratodo 21 < ... < 2z, en M.
21y Zn—1,%n



Un subespacio lineal U C C(M) de dim(U) = n es llamado un subespacio débil de Chebyshev (DT-
espacio) en M si existe una base {u1, ..., u,} para U tal que es un DT-sistema en M.

El siguiente teorema provee una caracterizacién de DT-sistemas en términos de cambios de signo. Antes,
presentamos algunas definiciones de conteo para cambios de signo de vectores y funciones.

Para un vector de nimeros reales w = (wy,...,w,), definimos por S™(w) el nimero de cambios de
signo en la secuencia wy, . . .,w,, donde los ceros son ignorados. Aqui, S~ (w) = 0 cuando r = 1. Sea
f € C(M). Definimos por

Sy(f) = SL:p{S_((f(zl),...,f(zT))) t21 < ...<zren M},

el nimero de fuertes cambios de signo de f en M. Si f es no-negativa 6 no-positiva en M, entonces
escribimos S}, (f) = 0.

Teorema 1 [5, Teorema 2.39, pdg. 37] Sean {uy,...,un} C C(M) un conjunto de funciones linealmente
independientes y U = span{uy,...,un}. Si {u1,...,un} es un DT-sistema en M, entonces

Sy(u) <n—1, paratodo u e U\ {0} (2)
Reciprocamante, si (2) es vdlida, entonces {u1, ..., up—1,un} 6 {u1,...,up—1,—uy} es un DT-sistema en
M.

Buenas referencias para propiedades y ejemplos de H-sistemas, FH-sistemas y DT-sistemas pueden en-
contrarse en [2, 5]. Es bien sabido que los sistemas de Haar (o sistemas de Chebyshev) desempefian un
papel importante en muchas partes del andlisis, asi como en la probabilidad y la estadistica. Sin embargo,
los sistemas débiles de Chebyshev son formas mds débiles de los sistemas de Haar, capaces de abarcar spli-
nes. Dado que las clases de funciones splines poseen muchas propiedades estructurales agradables, asi como
excelentes propiedades de aproximacion, se puede encontrar un gran ndmero de aplicaciones en la solucién
numérica de una variedad de problemas en matemadticas aplicadas [1, 5, 6].

Por [3, Teorema 2.3] sabemos que si W C C(M™*) es un DT-espacio en M* de dim(WV') = n, entonces
U = Wy C C(M) es un DT-espacio en M de dim(U) = ¢, donde ¢/ < n. Ahora supongamos que
U C C(M) es un DT-espacio en M de dim(U) = n. Nos preguntamos si podemos encontrar un DT-espacio
en M* de dimension igual a n, digamos W, tal que U = W)y,.

En este trabajo probaremos que esta pregunta tiene una respuesta afirmativa. También, demostrare-
mos que sistemas débiles de Chebyshev pueden ser aproximados uniformemente por sistemas fuertes de
Chebyshev.

2. UNA EXTENSION DE DT-SISTEMAS. UN PROCEDIMIENTO DE SUAVIZADO

Comenzamos esta seccion dando las siguientes observaciones y notaciones. Si M C M™, entonces
M* \ M es un conjunto abierto no vacio de M*. Asi, existe una coleccién {(a;,b;) : @ € L}, a lo sumo
numerable de intervalos de R, abiertos y disjuntos dos a dos tales que

M\ M = | J(ai, b).
i€

Usando la notacién anterior, para g € C(M ), definimos por T (g) : M* — R la extension continua de g a
M* dada por:

g(z) si xe M,

T = Nl
w(9)(@) {*‘W(az—ai)—l—g(ai) si z € (aib;), i€ L.

Cuando M = M*, usamos T/(g) = g.

Lema 1 El operador Ty : C(M) — C(M*) es una aplicacion lineal tal que | Th(g)| v~ = |lgllar y
Sar(Ta(g)) = Sy, (9), para todo g € C(M).



Prueba. Claramente, T); es un operador lineal. Sea ¢ € C(M). Si x € (a4, b;), i@ € L, entonces

T (9)(2)] < méx{|g(a:)|, |g(b)|} < llglla ya que a;, b; € M. Luego, | T (g)llar+ = llgllar-
Por otro lado, como

{57 ((g(21),---,9(2))) i 21 < ...< zren M}
={ST((Tm(9)(z1),-. ., Trm(9)(z))) i 21 < ... < zpen M }
C{S ((Tm(g)(z1), .-, Ta(g)(2r)) i 21 < ... < zpen M™},

tenemos Sy, (g) < Sy (Ta(g)). Asumimos ahora £ = S}, (g9) < S;;.(Tar(g)). Por ende, existen z; <
. < zg42 en M™ tales que

ST((Tm(9)(21), - - - Tna(9) (ze41): Taa (9) (2e42))) = £+ 1, (€)
estoes, Tar(9)(z:)Ta(g)(zig1) < 0,1 <i<l+4+1.Siz; <...< zpr9en M, entonces
(+1=5"((9(1),---,9(ze+1), 9(2e42))) < Sy;(9), “)

lo cual es una contradiccion. Asi, existe 1 < k < ¢ + 2 que verifica z; ¢ M. Sean
mp=min{k:1<k<{l+22,¢ M}

e € L tal que zp,, € (a;,b;).

Supongamos m; = ¢ + 2, esdecir, z; € M,1 <7 < {4 1.Como 2p41 < 2p+2 = Zm, < bi, Sl 2p41 > a;
entonces zp+1 ¢ M, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, z,1; < a;. Puesto que Th/(g)(zm,) # 0,
deducimos g(a;) # g(bi) 6 g(ai) = g(b;) # 0.

Afirmamos que existe z € {a;, b;} \ {ze41} satisfaciendo que Th/(g)(2m,)g(z) >0y 21 < ... < zp41 < 2
en M. En efecto, pueden darse tres casos

(D: Tar(9)(2m, )g(ai) > 0. Como zp41 < a; < 2my Y Ti(9)(2my)9(2e+1) = T (9) (2 ) Tar (9) (ze41) <
0, tomamos z = a;

(2): Tar(g)(2m,)g(a;) < 0. Dado que Ths(g)(ai) = g(a;), Tar(g) es una funcion lineal sobre [a;, b;] ¥
Zm, € (a;, b;), conseguimos T/(g)(zm,)g(b;) > 0. En consecuencia, tomamos z = b;.

(3): g(a;) = 0. Como g(b;) # 0y Tar(g) es lineal sobre [a;, b;], Tar(g)(2m, )g(bi) > 0y tomamos z = b;.
Se sigue que sgn(Ts(g)(ze+1))sgn(Th(g)(z)) < 0,y por lo tanto,

S7((g(z1), -, 9(2041),9(2))) = ST (T (9)(21), -, Tar (9) (ze41), Tha (9)(2))) = £+ 1,

lo cual es imposible.

Ahora asumimos m; < ¢+ 2. Entonces 2, +1 < b; 0 zm,+1 > b;. Consideremos cada caso separadamente.
Caso (D): 2m, +1 < b;. Como TM(Q)(Zm1)TM(g)(Zm1+1) <0, eIl'[OIlCE‘,Sg(aZ) # g( ) Sgn(TM( )(Zml)) =
sgn(g(a;)) y sgn(Ta(9)(2m,+1)) = sgn(g(bi)). Luego, zm, 1 < a; < zmy sima > Ly zm 41 < b <
Zmy+2 St my + 1 < £+ 2. Ahora, reemplazamos z,,, por a; ¥ Zm,+1 por b;.

Caso (I): 2y, +1 > b;. Como antes, podemos tomar z € {a;, b;} \ {zm,+1} tal que Tp,(9)(2m,)g(2) > 0.
Concretamente, z = b; si T/ (g)(2m,)g9(a;) < 0y z = a; en caso contrario. Reemplazamos z,,, por z.

En cualquier caso, tenemos una nueva configuraciéon de puntos z; < ... < zg1o en M*, donde m; <
min{k:1 <k <042,z ¢ M}y (3)es verdadera.

Finalmente, repitiendo los pasos de arriba, una cantidad finita de veces, podemos encontrar z; < ... < zgpy2

en M satisfaciendo (4), lo cual es otra contradiccion. O
Teorema 2 Sea {u1,...,un} C C(M) un conjunto de funciones linealmente independentes. Entonces,
{u1,...,un} es un DT-sistema en M siy solo si {Trr(u1),...,Th(un)} es un DT-sistema en M*.

Prueba. Si M = M?*, la afirmacién es obvia puesto que Tps(u;) = u;. Supongamos ahora que M C
M*y{ui,...,up} es un DT-sistema en M. Como {u1, ..., u,} es un conjunto de funciones linealmente
independientes, tenemos

Vv (ul’”"un_l’u”> #0, paraalgunosy; < ...<y,en M. ®)
Yis-- -5 Yn—-1,Yn



Por lo tanto,

v (TM(Ul)7 oy Tag(un—1), Tag (up)

0, paraalgunosy; < ...<ypen M*
Y5+ Yn—1,Yn ) 7 P g n Yn

y entonces {Ths(u1), ..., Th(uy)} es un conjunto de funciones linealmente independientes. Por el Lema 1
y el Teorema 1, obtenemos

n n n
]\_4* ZCjTM(Uj) =S5 * TM chuj = S]T/[ chuj S n — 1,
j=1 J=1 J=1
para todo cy,...,c,, nimeros reales no simultineamente nulos. Del Teorema 1 podemos concluir que
{Trr(u1), ..., Tar(upn)} o {Tar(ur),...,—Tar(uy)} es un DT-sistema en M*. Supongamos que
{Tr(u1),...,—Thr(uy)} es un DT-sistema en M* y sean z; < ... < z, en M. Como {uy,...,up}

es un DT-sistema en M, obtenemos

0 S Vv (TM(ul), e ,TM(unl),—TM(un)> - Vv <’LL1, e ,unl,un) S 0.

Z1y+++32n—15%n R1y+-+y”n—1,7%n

ULy .-, Un—1, Un

Puesto que z; < ... < z, en M son arbitrarios, deducimos V'
Rly-++32n—15%n

> = 0, para todo z; <

... < zpen M, lo cual contradice (5).
Finalmente, como la implicacion reciproca es trivial, la prueba estd completa. U
Es facil ver que el Teorema 2 no vale en general para H-sistemas.
Como una consecuencia del resultado previo, podemos ver que [4, Proposicion 6, p.199], llamado un
procedimiento de suavizado, es también vélido para funciones definidas sobre cualquier conjunto compacto
de la recta real.

Teorema 3 Sea {ui,...,u,} C C(M) un DT-sistema en M. Entonces, para todo ¢ > 0 existe un FH-
sistema {u{, ..., uS} en M tal que cada u§; converge uniformemente a uj en M, cuando € — 0,1 < j <n.

Prueba. Si M = M™, por [4, Proposicion 6, p.199] el resultado es obvio. Asumamos M C M*. El Teorema

2 implica que {Ts(u1), - .., Tar(un)} es un DT-sistema en M *. Por [4, Proposicién 6, p.199], tenemos que

para todo € > 0, existe un T-sistema {vf{, ..., v} en M* tal que cada v§ converge uniformemente a Ty (u;)

en M*, cuando € — 0, 1 < j < n. Escribimos uj = vj € C(M), y entonces uj converge uniformemente
—M

aujen M, cuando ¢ — 0,1 < j < n. Finalmente, como de (1), {v{, ..., v} es un FH-sistema en M*,

deducimos que {u{, ..., uS} es un FH-sistema en M, y por ende la prueba estd completa. (]
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